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Re´sume´. Un multi-entrelacs de Waldhausen est un entrelacs avec multiplicite´s dans une 3-sphe`re
d’homologie dont l’exte´rieur est une varie´te´ de Waldhausen. Dans cette Note, nous cal-
culons l’homologie de Novikov des multi-entrelacs de Waldhausen. En corollaire, nous
obtenons une borne pour le nombre de modules de Novikov d’un entrelacs de Waldhausen
donne´. c© 2001 Acade´mie des sciences/ ´Editions scientifiques et me´dicales Elsevier SAS
The Novikov homology of graph links
Abstract. A graph multilink is a link with multiplicities in a homology 3-sphere whose exterior is a
graph manifold. In this Note, we compute the Novikov homology of graph multilinks. As a
corollary, we give a majoration for the number of Novikov modules on a given graph link.
c© 2001 Acade´mie des sciences/ ´Editions scientifiques et me´dicales Elsevier SAS
1. Introduction
Soit L = L1∪· · ·∪Ln un entrelacs oriente´ dans une 3-sphe`re d’homologieΣ. Conside´rons son exte´rieur
X = Σ − intN (L), ou` N (L) est un voisinage tubulaire de L. Les reveˆtements infini cycliques de X sont
classifie´s par
[X,S1] ≃ Hom(π1X,Z) = Hom(H1X,Z) ≃ H
1X ≃ H1L =
n⊕
i=1
Z[Li].
Ainsi, chaque reveˆtement infini cyclique de X correspond a` des multiplicite´s m = (m1, . . . ,mn), ou` mi
est un entier associe´ a` Li. Un entrelacs oriente´ L muni d’une telle suite de multiplicite´s m est appele´ un
multi-entrelacs, et note´ L(m) = m1L1 ∪ · · · ∪mnLn.
Si X˜(m) p→ X de´signe le reveˆtement de´termine´ par m, le groupe abe´lien H1(X˜(m)) est muni d’une
structure naturelle de Z[t, t−1]-module: on parle du module d’Alexander deL(m). Comme il existe toujours
une matrice de pre´sentation carre´e de ce module, le polynoˆme d’Alexander de L(m) peut eˆtre de´fini comme
le de´terminant d’une telle matrice.
L’homologie de Novikov de L(m) est le Z[[t]][t−1]-module ĤL(m) = H1(X˜(m)) ⊗Z[t,t−1] Z[[t]][t−1].
Cette homologie, introduite par S.P. Novikov en 1981, lui permit de construire un analogue de la the´orie de
Morse pour les 1-formes ferme´es non-exactes.
Note pre´sente´e par ´Etienne GHYS
S0764-4442(00)02159-0/FLA
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Figure 1: Diagrammes d’e´pissure/Splice diagrams
Exemple 1. – Un multi-entrelacs L(m) est dit fibre´ s’il existe une fibration localement triviale X φ→ S1
dans la classe d’homotopiem. Le polynoˆme d’Alexander d’un tel multi-entrelacs est une unite´ de l’anneau
Z[[t]][t−1]; l’homologie de Novikov est donc triviale.
Voici une variation d’un proble`me pose´ par Novikov dans [4]: e´tant donne´ un entrelacsL = L1∪· · ·∪Ln
dans une 3-sphe`re d’homologie, comment se comporte l’homologie de Novikov ĤL(m) en fonction de
m ∈ Zn? Nous donnons une re´ponse comple`te pour les entrelacs de Waldhausen, qu’il s’agit a` pre´sent de
de´finir.
2. Entrelacs de Waldhausen
SoientL′ = L′0∪L′1∪· · ·∪L′n et L′′ = L′′0∪L′′1 ∪· · ·∪L′′r deux entrelacs d’exte´rieursX ′ etX ′′ dans des
sphe`res d’homologieΣ′ et Σ′′. Choisissons des voisinages tubulairesN (L′0) et N (L′′0) munis de paralle`les
et de me´ridiens standards P ′,M ′ ⊂ ∂N (L′0), et P ′′,M ′′ ⊂ ∂N (L′′0 ); posons Σ = (Σ′−N (L′0))∪h (Σ′′−
N (L′′0 )), ou` h : ∂N (L
′
0) → ∂N (L
′′
0) est un home´omorphisme envoyant P ′ sur M ′′ et M ′ sur P ′′. Il est
facile de ve´rifier que Σ est une sphe`re d’homologie. L’entrelacs L = L′1 ∪ · · · ∪ L′n ∪ L′′1 ∪ · · · ∪ L′′r dans
Σ est appele´ l’e´pissure de L′ et L′′ le long de L′0 et L′′0 ; il est note´
L = L′
L′
0
L′′
0
L′′.
L’e´pissure L′(m′)
m′
0
L′
0
m′′
0
L′′
0
L′′(m′′) de deux multi-entrelacs est de´finie si et seulement si les multi-
plicite´s m′ ∈ Hom(H1X ′,Z) et m′′ ∈ Hom(H1X ′′,Z) coı¨ncident sur l’homologie du tore de recollement
∂N (L′0) = ∂N (L
′′
0 ) ⊂ Σ. On aboutit aux e´quations
m′0 =
r∑
j=1
m′′j ℓk(L
′′
0 , L
′′
j ) et m
′′
0 =
n∑
i=1
m′iℓk(L
′
0, L
′
i). (∗)
Un entrelacs simple est un entrelacs irre´ductible L tel que tout tore incompressible dans l’exte´rieur de L est
paralle`le au bord. Un entrelacs seifertique est un entrelacs dont l’exte´rieur admet un feuilletage de Seifert.
Par le the´ore`me de de´composition de Jaco-Shalen (voir [3]), tout entrelacs irre´ductible L dans une 3-sphe`re
d’homologie peut eˆtre exprime´ comme l’e´pissure d’un nombre fini d’entrelacs simples ou seifertiques, et
il existe une unique fac¸on minimale de le faire. On parle de la de´composition de Jaco-Shalen de L, les
composantes de cette de´composition e´tant les e´le´ments d’e´pissure de L. Un entrelacs de Waldhausen est un
entrelacs dont tous les e´le´ments d’e´pissure sont des entrelacs seifertiques.
Exemple 2. – Les entrelacs de Waldhausen dans S3 sont exactement les entrelacs toriques ite´re´s, c’est-
a`-dire, les entrelacs constructibles par cablage a` partir d’entrelacs triviaux.
Eisenbud et Neumann ont donne´ dans [2] une classification des multi-entrelacs de Waldhausen au moyen
de diagrammes d’e´pissure, de´finis comme suit. Tout multi-entrelacs seifertique peut eˆtre repre´sente´ par un
diagramme de la forme du premier dessin de la Figure 1. Les αi sont les poids associe´s aux feuilles excep-
tionnelles du feuilletage de Seifert, les pointes de fle`che symbolisent les composantes de l’entrelacs, et le
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Figure 2: Reductions de diagrammes/Reduction of splice diagrams
sommet repre´sente une feuille ge´ne´rique du feuilletage de Seifert. L’e´pissure L′(m′)
m′
0
L′
0
m′′
0
L′′
0
L′′(m′′)
de deux multi-entrelacs est symbolise´e par les diagrammes de L′(m′) et de L′′(m′′) relie´s le long des areˆtes
correspondant a` L′0 et a` L′′0 (voir Figure 1). L’ope´ration inverse sur un diagramme consiste a` couper une
areˆte reliant deux sommets et a` ajouter deux pointes de fle`ches munies des multiplicite´s donne´es en (∗);
on parle de de´composition du diagramme. Enfin, l’union disjointe de diagrammes repre´sente la somme
disjointe des multi-entrelacs. Bien entendu, deux diagrammes d’e´pissure diffe´rents peuvent repre´senter le
meˆme multi-entrelacs. Par exemple, les re´ductions illustre´es en Figure 2 ne changent pas le multi-entrelacs
repre´sente´. Si aucune de ces deux re´ductions ne peut eˆtre effectue´e, on dira que le diagramme est minimal.
Les diagrammes d’e´pissure sont parfaitement adapte´s au calcul des coefficients d’enlacement. Etant
donne´s deux sommets ou pointes de fle`che v et w, le coefficient d’enlacement ℓ(v, w) des courbes corre-
spondantes (feuille ge´ne´rique de Seifert ou composante de l’entrelacs) est donne´ par la formule suivante:
soit σ(v, w) la ge´ode´sique du diagramme reliant v et w (v et w inclus); alors, ℓ(v, w) est le produit de tous
les poids des areˆtes adjacentes a` σ(v, w) mais pas sur σ(v, w).
De plus, il est tre`s facile de lire sur son diagramme minimal si un multi-entrelacs est fibre´ ou non. Un
multi-entrelacs est fibre´ si et seulement s’il est irre´ductible et chacun de ses e´le´ments d’e´pissure est fibre´. Un
multi-entrelacs seifertique est fibre´ si et seulement si son coefficient d’enlacement avec une feuille ge´ne´rique
est non-nul. Ainsi, le multi-entrelacs repre´sente´ par le premier diagramme (minimal) de la Figure 1 est fibre´
si et seulement si
n∑
i=1
miα1 · · · α̂i · · ·αk 6= 0.
Par conse´quent, les entrelacs de Waldhausen irre´ductibles sont ge´ne´riquement fibre´s. En particulier, leur
homologie de Novikov est ge´ne´riquement triviale.
Nous sommes enfin en mesure d’e´noncer la formule pour l’homologie de Novikov d’un entrelacs de
Waldhausen.
3. Re´sultats
Soit L = L1 ∪ · · · ∪ Ln un entrelacs de Waldhausen donne´ par un diagramme d’e´pissure minimal Γ, et
soit m ∈ Zn − {0}. Il est facile de ve´rifier que les modules d’Alexander de (L′(m′) ∪ 0L′0) 0L′′0 et de
L′(m′) sont e´gaux; il en va donc de meˆme pour les modules de Novikov, et nous allons supposer que ces
simplifications ont e´te´ faites dans Γ(m).
Chaque sommet de Γ(m) correspond a` un multi-entrelacs seifertique, fibre´ ou non-fibre´; on parlera de
sommet fibre´ ou non-fibre´. Par ailleurs, on dira qu’un sommet est un 0-sommet si toutes les multiplicite´s du
multi-entrelacs seifertique correspondant sont nulles. Soit Γ′(m′) le sous-diagramme de Γ(m) obtenu de la
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fac¸on suivante: on de´compose Γ(m) le long des areˆtes reliant un sommet fibre´ et un sommet non-fibre´, et
on efface toutes les composantes connexes correspondant a` des multi-entrelacs fibre´s. Soient c le nombre
de composantes connexes de Γ, r le nombre de composantes connexes de Γ′(m′), n le nombre de fle`ches
de Γ′(m′) et k le nombre de ses sommets. Pour chaque sommet v de Γ′(m′), notons encore α(v) le produit
des poids des fle`ches de Γ′(m′) adjacentes a` v.
THE´ORE`ME 3.1. – L’homologie de Novikov du multi-entrelacs L(m) est la somme directe
- d’un facteur libre de rang n+ c− r − k − 1, et
- d’un facteur pre´sente´ par la (k × k)-matrice P = (pvw), avec v et w parcourant l’ensemble des
sommets non-fibre´s, ou` pvw = ℓ(v,w)α(w) si v et w appartiennent a` la meˆme composante connexe de
Γ′(m′) et v n’est pas un 0-sommet, et pvw = 0 sinon.
Donnons un tre`s bref aperc¸u des techniques utilise´es. La premie`re e´tape consiste a` adapter les notions
classiques de surfaces et de formes de Seifert aux multi-entrelacs. Ces formes de Seifert “ge´ne´ralise´es”
permettent de calculer le module d’Alexander des multi-entrelacs seifertiques non-fibre´s. Ensuite, il s’agit
de comprendre l’effet de l’e´pissure sur les modules conside´re´s. En travaillant sur Z[t, t−1] (i.e: en e´tudiant
le module d’Alexander), il est extreˆmement difficile de donner une formule close. En revanche, le pas-
sage a` l’homologie de Novikov (en d’autres termes, la tensorisation par Z[[t]][t−1]) permet de simplifier
conside´rablement les calculs (voir [1] pour les de´tails).
COROLLAIRE 3.2. – Soit L = L1 ∪ · · · ∪ Ln un entrelacs de Waldhausen. Il existe un nombre fini
d’hyperplans dans Zn, de´finis par des e´quations line´aires homoge`nes a` coefficients entiers, tels que ĤL(m)
est constant sur chaque strate de la “stratification” de Zn par ces hyperplans.
Voir [5], The´ore`me 3, p. 529 pour un re´sultat analogue dans un autre contexte.
COROLLAIRE 3.3. – Soit un entrelacs de Waldhausen repre´sente´ par un diagramme d’e´pissure minimal
a` k sommets et c composantes connexes. Alors, le nombre de modules de Novikov est borne´ par 3k−2(k−c).
Comme nous l’a fait remarquer A. Pazhitnov, ce phe´nome`ne de finitude du nombre de modules semble
exceptionnel en homologie de Novikov.
Exemple 3. – Notons Λˆ l’anneau de Novikov Z[[t]][t−1]. L’entrelacs seifertique L correspondant au
diagramme minimal donne´ en Figure 1 satisfait
ĤL(m) =


0 si m ∈ Zn − V ,
Λˆ/(αn+1 · · ·αk) ⊕ Λˆn−2 si m ∈ V − {0},
Λˆn si m = 0,
ou` V = {(m1, . . . ,mn) ∈ Zn |
∑n
i=1miα1 · · · α̂i · · ·αk = 0}.
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